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ZESTAW WYBRANYCH
WZOROW MATEMATYCZNYCH

Ciagi Trygonometria

Funkcje trygonometryczne
Ciag arytmetyczny

Ciag (@, ) jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy Funkcja -

' zmiennej D, Q,

rzeczywistej podstawowy

r\e/Rnévan+l:an+r' — .

+ f(x)=sinx R (—1;1) 7
Wz6r na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego f(x)=cosx R —1:1) T

— . _T

a,=a+(n-1)r flx)=tgx R\{x.k/e\cx_ 2 +k7£} R 7
Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego f(x) =ctgx R\{x:k\e/c x=k- 7[} R T

S,=ata,t..+a, ta, Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata

L2 2 .
Wz6r na sume 71 poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego sin &+ cos &= 1 Gedynka trygonometryczna)

g - (a,+a,) n [2a+(n-1)r|n tgor= (s:g;g :ﬁ' gdy cosa # Oisina# 0
n 2 B 2
ctgor = g?ﬁg :g%' gdy sin@ # Qicosa # 0

Wiasnosci ciagu arytmetycznego
tgo-ctgor=1gdysina# Oicosa # 0

a = AT W da0<k<nin>2
" 2 2 - Funkcje podwojonego kata
Monotonicznosé: sin20 =2 sincos

2 .2 .2 2
ciag jest rosnacy, gdy 7 > 0: cos2a=cos 0¢—sin a¢=1-2sin a¢=2cos a-1

L . Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow
ciag jest malejacy, gdy r < 0;
sin (ot + B) = sinacos B+ cos asin B
ciag jest staty, gdy r = 0. . .
cos (o + B) = cosacos B —sinasin B

Ciag geometryczny sin (a - ,B) =sin C(COSﬁ — COS O(sinﬁ
Ciag (an)jest geometryczny wtedy i tylko wtedy, gdy cos (o — ﬁ) = cos @ cos B+ sinasin
V A a,.,=a,q. Parzystos¢ i nieparzystosc¢ funkcji trygonometrycznych
gefnel sin(—x)=-sinx  cos(—x)=cosx
Wz6r na n-ty wyraz ciagu geometrycznego tg(—x)=—tgx ctg(—x)=—ctgx
a=a; q" - 1' dan>2 Tabela znakow funkcji trygonometrycznych w poszczegéinych cWiartkach‘
| 1} 1l 1\
Suma 7 poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego sina N N _ _
S,=a+a,+..+a,  ta, cosa + - - +
Wz6r na sume 711 poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego tgo + - + -
n-agdyg=1 Actga + - + _
n
S,= al(l -q ) Tabela wartosci funkcji trygonometrycznych dla niektérych miar kata
T—q W7l ' 0 T o p3 pi3
x 6 4 3 2
Witasnosci ciagu geometrycznego 0° 30° 45° 60° 90°
|an|:\/an+llan—l:\/an+k.an—k'dla0<k<nin>2 sinx 0 % @ V/23 1
Monotonicznosc: 3 2
cosx 1 L L 1 0
o . . 2 2 2
ciag jest rosnacy, gdy (g > lia,> Oy lub (g € (0;1)ia,< 0 G
3 o
ciag jest malejacy, gdy (¢ > lia, < OV lub (g € (0;1)ia,> O tgx 0 3 1 /3 nie istn.
i i = = 3
ciag jest staty, gdy ¢ = Llub a,= 0 ctg x neistn, | /3 1 é 0
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Geometria analityczna

Odcinek
Dlugos¢ odcinka o koricach w punktach
A=(x,;y,). B=(x,:y,)danajest wzorem:

2 2

1AB| = J(x,-2,) "+ (3, v,)"
WspOIrzedne Srodka odcinka AB:
(xA-i—xB. yA+yB>

2 72

B=(xg;y5)

A=(x454)

X

Prosta
Rownanie ogolne prostej: Ax + By + C =0,

gdzie A2 + 82 # 0 (tj. wspotczynniki A, B nie s

rownoczesnie rowne 0).

Jezeli prosta nie jest rownolegta do osi OY, to

ma ona réwnanie kierunkowe: y = ax + b

Liczba a to wspotczynnik kierunkowy proste;j:
a=tga.

2

y=ax+b

o

X

Prosta przechodzaca przez dwa dane punkty A = (x,;y,). B=(x,y,)

jest wyrazona réwnaniem: (y =y, )(x,— x,) = (y,—y,)(x —x,) = 0.

Prosta i punkt

Odlegtos¢ punktu P = (xo;yo) od prostej o rownaniu Ax + By + C=0

dana jest wzorem: |Ax0+By0+ C|

JA’+B

Para prostych

Dwie proste, o réwnaniach kierunkowych y = a,x + b, iy =a, x + b, spel-

niaja jeden z nastepujacych warunkow:
- sa rownolegte, gdy a, = a,,

- s prostopadie, gdy aa, =-1

Jezeli proste dane sa rownaniami w postaci ogolne;j:

Ax+By+C =0 A,x+B,y+C,=0 toodpowiednio:

- sa rownolegte, gdy A, B,— A, B,=0,

Réwnanie okregu

Réwnanie okregu o $rodku w punkcie (@; b) i promieniu
2 2 2 2 2

(x=a) +(y=b)=r b x +y —2ax—2by+c=0,
2 2 2

gdzier =a +b —c>0.

Twierdzenie sinuséw i cosinusow

Dany jest trojkat:
C
(Yo
b a
@) (8
A c B

a) Twierdzenie sinusow (Snelliusa):

Stosunek diugosci bokow do sinusow katow przeciwlegtych jest staty
i rowny $rednicy okregu opisanego na trojkacie:

_a_ __b __c¢ _

sin@  sin ﬁ siny
b) Twierdzenie cosinuséw (Carnota):

Kwadrat dtugosci dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow dtugosci
pozostatych bokdéw pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych bo-

a=b+c’ = 2bccosa
kow i cosinusa kata zawartego miedzy nimi: 1 b°=a’+ ¢’ — 2accos

=at+ b - 2abcosy

Twierdzenie Pitagorasa

C
‘%,/
b ihc a
A (B
A c B

Suma kwadratow diugosci przyprostokatnych jest rowna kwadratowi dtu-
gosci przeciwprostokatnej:

2 2_ 2
- 53 prostopadte, gdy A| A, + B, B, = 0. a+b=c
Pola i obwody wybranych figur plaskich
Figury geometryczne Pole Obwod
c-h
Tréjkat: C P= 2" L=a+b+c
\b’/ . P=b-csina
e P=J/p(p=a)p-b)(p-c)
y 0;\ : = /ﬁ P =rp (r-promien okregu wpisanego w trojkat)
P= 04—}}: (R - promien okregu opisanego na trojkacie)
Rownolegtobok: D a____C P=a-h, L=2a+2b
b i a@ b P=%absina
= S AC-BD .
A oy, a “B P 2 sing
. b C
Trapez: p:a;b%u L=a+b+c+d
c i . ,,:":\ d b
e Vo _atb .
/oy ey P= > csina
A a B
Deltoid: D |AC|-|BD|
i = L=2a+2b
b/ 1\b 2
af-d\e
a 3 a
B
Kofo: . P=mr’ L=2mr
,/r/ (dtugos¢ okregu)
S
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Stereometria

Rachunek algebraiczny

Oznaczenia
P - pole powierzchni catkowitej
Pp - pole powierzchni podstawy

Pb - pole powierzchni bocznej

V - objetosc
Prostopadioscian
P=2(ab+bc+ac) H G
V =abc, E T
gdzie a, b, ¢ sa dtugoséciami krawedzi ! ¢
prostopadioscianu.
b | Je
Rl b
A a B

Graniastostup prosty
P,=2p-h

V= Pp - h,

gdzie 2p jest obwodem podstawy
graniastostupa.

Ostrostup
1
V=3P h,

gdzie & jest wysokoscia ostrostupa.

Walec

P,=27rh

P=27r(r+h)

V= nrzh.

gdzie r jest promieniem podstawy,
h wysokoscia walca.

Stozek
P, =Tl
P=qr(r+1)

1.2
V= 3 Tr h,

gdzie r jest promieniem podstawy,
h - wysokoscia,

[ - dtugoscia tworzacej stozka.

Kula

P=4m’
_4.73

v=5m

gdzie r jest promieniem kuli.

Wartos¢ bezwzgledna liczhy
Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem:

| |_{x dla x>0
—x dla x<0
Liczba | x| jest to odlegtos¢ na osi liczbowej punktu x od punktu O.
W szczeglnosci: | x| = 0, |—x| =] x|
Dla dowolnych liczb x, y mamy:
[x+yl<|x[+[y} |x=y[<[x|+]|yl [x-y[=]x]|y]

|yl

Ponadto, jesli y # 0, to ‘ y

Potedi i pierwiastki
Niech n bedzie liczba catkowitg dodatniag. Dla dowolnej liczby a

definiujemy jej n-tq potege:

a=a- ... a
—_—
n razy

Pierwiastkiem arytmetycznym ’1/5 stopnia 7 z liczby a = 0 nazywamy
liczbe b = 0 taka, ze b'=a
Jezeli a < 0 oraz liczba n jest nieparzysta, to 'Ma oznacza liczbe b < 0

taka, ze b'=a
Pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja.

Niech m, n beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy:

- 0
daa#0:a n:L,,oraza =1,
a

m
— m
daa=0:a"=%a ,

_m 1
daa>0.a "=——

a"

Niech r, s beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Jeslia > 0ib > 0, to
zachodza réwnosci:

r s r+s rs res a r—s
a-a=a , <a>=a f 5 =a '
a
r r
r r r
(a-b) =a-b, (ﬁ)za—,
b) b

Jezeli wyktadniki 7, s s liczbami catkowitymi, to powyzsze wzory
obowiazuja dla wszystkich liczb a # 0, b # 0.

Silnia
Silnig liczby catkowitej dodatniej 7 nazywamy iloczyn kolejnych liczb
catkowitych:

nl=1-2-...-n

Ponadto przyjmujemy umowe, ze 0! = 1.

Symbol Newtona
Dla liczb catkowitych 7, k spetniajacych warunki O < k < n definiujemy

n!

n
symbol Newtona: (k) = m

Wzory skroconego mnozenia
Z dwumianu Newtona dla 7 = 2 oraz n = 3 otrzymujemy dla dowolnych

liczb a, b:
(a+b)'=a'+2ab+b". (a+b)=a +3a’ b+3ab’ +b’

(a-b)'=a'—2ab+b", (a-b)=a'-3a b+3ab’ —b".

@ -b’=(a-b)a+h). da-b'= (a—b)<a2+ab+b2>,

a+b'= (a+b)(a2—ab+b2)

o
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Kombinatoryka

Funkcja i jej wiasnosci
X, <xy=f(x)) <f(x,)
A x1<x2ﬁf(xl)>f(x2)

X, X, €EXCDy

Funkcja rosnaca: /\
X, %, EXC Df

Funkcja malejaca:

Funkeja nierosnaca: lexzé\xm‘/xg x,= f(x,)=f(x,)
Funkcia niemalejaca: ~ /\  x,<x,= f(x,) <f(x,)

xl,)(zeXCDf

I I . <
Funkcja ograniczona: M\E/R xé\D, [f(x)| <M
Funkcja parzysta: xé\D, [—x ED A f(-x) =f(x)]

Funkcja nieparzysta: xé\p, [—x €D, A f(-x) =—f(x)]

Funkcja kwadratowa

a) Funkcja kwadratowa (inaczej: trojmian kwadratowy) jest to funkcja po-

staci y = ax’+ bx + ¢, x € R,a € R\{0}, b,c €R.
Uwaga: Gdyby a = 0, to funkcja byfaby liniowa: y = bx + c.

b) Wyrdznik tréjmianu kwadratowego to liczba A = b’ - dac.
¢) Dziedzina i zbior wartosci funkcji kwadratowej:

D,=R
<—A;+oo) dla a>0
4a A
Y= A "4l W
(—oo; ——> dla a< 0
4a A
-A o
d) Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola:
Y
dlaa >0 dlaa <0

(ramiona ku gorze) (ramiona w dot)

Istnienie miejsc zerowych Liczba miejsc zerowych

A>0 Dwa miejsca zerowe
_-b-JA

X :—b+‘/A'

Istnieja. x, TRl 3

A=0 Jedno miejsce zerowe

A<LO Nie istnieja. Zadnych miejsc zerowych

Wzory Viéte'a
Zatozenie: A 2 0 (istnieja miejsca zerowe)
Woéwczas:

. __b . _c
suma: x, +x,=—-, iloczyn: x,- x,= 7

Permutacje
Liczba sposobow, w jaki # = 1 elementow mozna ustawi¢ w ciag, jest
réwna n!.

Wariacje bez powtoérzen
Liczba sposobow, w jaki z n elementdw mozna utworzyc ciag, sktadajacy
sie zk (1 < k < n) roznych wyrazow, jest rowna

n~(n—1)<...-(n—k+1):(nfi!k)!.

Wariacje z powtoérzeniami
Liczba sposobow, w jaki z n elementow mozna utworzy¢ ciag, sktadajacy

k
sie z k niekoniecznie réznych wyrazow, jest rowna 7 .

Kombinacje
Liczba sposobow, w jaki sposréd 7 elementow mozna wybrac

n
k(0 < k < n) elementdw, jest rowna (k)

Rachunek prawdopodobienstwa

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa
Niech (2 bedzie skoriczonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych.
Jezeli zajscie kazdego zdarzenia elementarnego jest jednakowo prawdo-
podobne, to prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A C (2 jest réwne
A

poay- Bl
gdzie | A| oznacza liczbe elementow zbioru A, za$ | 2| liczbe elementow
zbioru Q.

Wiasnosci prawcdopodobienstwa

0 < P(A) < 1dla kazdego zdarzenia A C 2

P(2)=1, £ -zdarzenie pewne

P (@) = 0, @ - zdarzenie niemozliwe (pusty podzbior )
P(A)<P(B)gtyACBCQ

P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(AnN B)dia dowolnych zdarzen
A,B C 2, zatem P(AUB) < P(A) + P(B) dla dowolnych zdarzen
ABC Q.

Zdarzenia niezalezne
Zdarzenia A C i B C 2 sa niezalezne, gdy P(ANB)=P(A)-P(B).

Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A, B C £ beda zdarzeniami, przy czym P(B) > 0.
Prawdopodobienstwem warunkowym P (A | B) zajécia zdarzenia A
pod warunkiem, ze zaszio zdarzenie B, nazywamy liczbe:

P(AIB):%.
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