
ZESTAW WYBRANYCH 
WZORÓW MATEMATYCZNYCH

Ciàgi

Ciàg arytmetyczny
Ciàg a

n^ h jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy

a a r
r n n nR N 1
0 / = +
! ! +

+

.

Wzór na n-ty wyraz ciàgu arytmetycznego

a a n r1
n 1
= + -^ h

Suma n poczàtkowych wyrazów ciàgu arytmetycznego

S a a a a
n n n1 2 1

f= + + + +
-

Wzór na sum´ n poczàtkowych wyrazów ciàgu arytmetycznego

S
a a n a n r n

2 2

2 1
n

n1 1
$ $

=
+

=
+ -^ ^h h7 A

W∏asnoÊci ciàgu arytmetycznego

a
a a a a

2 2n

n n n k n k1 1=
+

=
+

- + - + dla < <k n0 i n 2H

MonotonicznoÊç:

ciàg jest rosnàcy, gdy >r 0;   

ciàg jest malejàcy, gdy <r 0;   

ciàg jest sta∏y, gdy r 0= .

Ciàg geometryczny
Ciàg a

n^ h jest geometryczny wtedy i tylko wtedy, gdy

a a q
q n n nR N 1

$0 / =
! ! +

+

.

Wzór na n–ty wyraz ciàgu geometrycznego

a a q
n

n

1

1
$=

-
, dla n 2H

Suma n poczàtkowych wyrazów ciàgu geometrycznego

S a a a a
n n n1 2 1

f= + + + +
-

Wzór na sum´ n poczàtkowych wyrazów ciàgu geometrycznego

,

,

gdy

gdy

S

n a q

q

a q
q

1

1

1
1

n

n

1

$

!
=

=

-

-a k

Z

[

\

]]

]]

W∏asnoÊci ciàgu geometrycznego

a a a a a
n n n n k n k1 1

$ $= =
+ - + -

, dla < <k n0 i n 2H

MonotonicznoÊç:

ciàg jest rosnàcy, gdy ( >q 1 i >a 0
1

) lub ( ;q 0 1! ^ h i <a 0
1

)

ciàg jest malejàcy, gdy ( >q 1 i <a 0
1

) lub ( ;q 0 1! ^ h i >a 0
1

)

ciàg jest sta∏y, gdy q 1= lub a 0
1
=

Trygonometria

Funkcje trygonometryczne

Funkcja 
Okres

zmiennej D
f f podstawowy

rzeczywistej

sinf x x=^ h R ;1 1- 2r

cosf x x=^ h R ;1 1- 2r

f x xtg=^ h :x x kR
2k C

/ = +r r
!

& 0 R r

f x xctg=^ h :x x kR
k C

$0 = r
!

% / R r

Zwiàzki mi´dzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kàta

sin cos 1
2 2

+ =a a (jedynka trygonometryczna)

cos
sin 1tg ctg= =a a

a
a

, gdy  cos 0!a i sin 0!a

sin
cos 1ctg tg= =a a

a
a

, gdy  sin 0!a i cos 0!a

1tg ctg$ =a a , gdy sin 0!a i cos 0!a

Funkcje podwojonego kàta

sin sin cos2 2=a a a

cos cos sin sin cos2 1 2 2 1
2 2 2 2

= - = - = -a a a a a

Funkcje trygonometryczne sumy i ró˝nicy kàtów

sin sin cos cos sin+ = +a b a b a b^ h

cos cos cos sin sin+ = -a b a b a b^ h

sin sin cos cos sin- = -a b a b a b^ h

cos cos cos sin sin- = +a b a b a b^ h

ParzystoÊç i nieparzystoÊç funkcji trygonometrycznych

sin sinx x- =-^ h cos cosx x- =^ h

x xtg tg- =-^ h x xctg ctg- =-^ h

Tabela znaków funkcji trygonometrycznych w poszczególnych çwiartkach

I II III IV

sina + + – –

cosa + – – +

tga + – + –

ctga + – + –

Tabela wartoÊci funkcji trygonometrycznych dla niektórych miar kàta

x
0

6
r

4
r

3
r

2
r

0c 30c 45c 60c 90c

sin x 0
2
1

2
2

2
3

1

cos x 1
2
3

2
2

2
1 0

xtg 0
3
3

1 3 nie istn.

xctg nie istn. 3 1
3
3

0

D
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Geometria analityczna

Odcinek
D∏ugoÊç odcinka o koƒcach w punktach

;A x y
A A

= ^ h, ;B x y
B B

= ^ h dana jest wzorem: 

AB x x y y
B A B A

2 2
= - + -^ ^h h .

Wspó∏rz´dne Êrodka odcinka AB:

;
x x y y

2 2
A B A B
+ +

e o.

Prosta

Równanie ogólne prostej: Ax By C 0+ + = ,

gdzie A B 0
2 2

!+ (tj. wspó∏czynniki A, B nie sà

równoczeÊnie równe 0).

Je˝eli prosta nie jest równoleg∏a do osi OY , to

ma ona równanie kierunkowe: y ax b= +
Liczba a to wspó∏czynnik kierunkowy prostej: 

a tg= a.

Prosta przechodzàca przez dwa dane punkty ;A x y
A A

= ^ h, ;B x y
B B

= ^ h

jest wyra˝ona równaniem: y y x x y y x x 0
A B A B A A

- - - - - =^ ^ ^ ^h h h h .

Prosta i punkt

Odleg∏oÊç punktu ;P x y
0 0

= ^ h od prostej o równaniu Ax By C 0+ + =
dana jest wzorem:

A B

Ax By C
2 2

0 0

+

+ +
.

Para prostych

Dwie proste, o równaniach kierunkowych y a x b
1 1

= + i y a x b
2 2

= + spe∏-

niajà jeden z nast´pujàcych warunków:
– sà równoleg∏e, gdy a a

1 2
= ,

– sà prostopad∏e, gdy a a 1
1 2

=- .

Je˝eli proste dane sà równaniami w postaci ogólnej:

A x B y C 0
1 1 1

+ + = ,   A x B y C 0
2 2 2

+ + = to odpowiednio:

– sà równoleg∏e, gdy A B A B 0
1 2 2 1

- = ,

– sà prostopad∏e, gdy A A B B 0
1 2 1 2

+ = .

X

Y

A = (xA; yA)

B = (xB; yB)

O

X

Y
y = ax + b

b

a
O

Pola i obwody wybranych figur p∏askich

Figury geometryczne Pole Obwód

Trójkàt: P
c h

2
c

$
= L a b c= + +

sinP b c$= a

P p p a p b p c= - - -_ _ _i i i

P r p= (r – promieƒ okr´gu wpisanego w trójkàt)

P
R

a bc
4

= (R – promieƒ okr´gu opisanego na trójkàcie)

Równoleg∏obok: P a h
a

$= L a b2 2= +

sinP a b
2
1

= a

sinP
AC BD

2
$

= {

Trapez:
P

a b
h

2 a
$=

+
L a b c d= + + +

sinP
a b

c
2

$=
+ a

Deltoid:
P

AC BD

2

$
= L a b2 2= +

Ko∏o: P r
2

= r L r2= r

(d∏ugoÊç okr´gu)

Równanie okr´gu

Równanie okr´gu o Êrodku w punkcie ;a b^ h i promieniu r:

x a y b r
2 2 2

- + - =^ ^h h lub x y ax by c2 2 0
2 2
+ - - + = ,

gdzie >r a b c 0
2 2 2
= + - .

Twierdzenie sinusów i cosinusów
Dany jest trójkàt:

a) Twierdzenie sinusów (Snelliusa):
Stosunek d∏ugoÊci boków do sinusów kàtów przeciwleg∏ych jest sta∏y
i równy Êrednicy okr´gu opisanego na trójkàcie:

sin sin sin
a b c

R2= = =a b c

b) Twierdzenie cosinusów (Carnota):
Kwadrat d∏ugoÊci dowolnego boku jest równy sumie kwadratów d∏ugoÊci
pozosta∏ych boków pomniejszonej o podwojony iloczyn d∏ugoÊci tych bo-

ków i cosinusa kàta zawartego mi´dzy nimi: 

cos

cos

cos

a b c bc

b a c a c

c a b a b

2

2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

= + -

= + -

= + -

a

b

c

Z

[

\

]
]

]
]

Twierdzenie Pitagorasa

Suma kwadratów d∏ugoÊci przyprostokàtnych jest równa kwadratowi d∏u-
goÊci przeciwprostokàtnej:

a b c
2 2 2
+ =

a b

ab

cA B

C

c

a b

ab

cA B

C

hc

c

a

d

b

ha

D

A B

C

a

a b

c
ab

cA B

C

hc

b

a a

b

D

B

A C

r
S

b

a

b

a

ha

D

A B

C

a

{
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Stereometria

Oznaczenia

P – pole powierzchni ca∏kowitej

P
p

– pole powierzchni podstawy

P
b

– pole powierzchni bocznej

V – obj´toÊç

Prostopad∏oÊcian

P ab bc ac2= + +^ h

V abc= ,

gdzie a, b, c sà d∏ugoÊciami kraw´dzi 

prostopad∏oÊcianu.

Graniastos∏up prosty

P p h2
b

$=

V P h
p
$= ,

gdzie p2 jest obwodem podstawy

graniastos∏upa.

Ostros∏up

V P h
3
1

p
$= ,

gdzie h jest wysokoÊcià ostros∏upa.

Walec

P rh2
b
= r

P r r h2= +r ^ h

V r h
2

= r ,

gdzie r jest promieniem podstawy, 

h wysokoÊcià walca.

Sto˝ek

P rl
b
= r

P r r l= +r ^ h

V r h
3
1 2

= r ,

gdzie r jest promieniem podstawy, 

h – wysokoÊcià,

l – d∏ugoÊcià tworzàcej sto˝ka.

Kula

P r4
2

= r

V r
3
4 3

= r ,

gdzie r jest promieniem kuli.

a
b

c

H

E

D C

A B

F

G

A
B

C

h

E
D

F
G

H

J
I

h

A
B

C
DE

S

h

rO

r

h

O

S

l

O
r

Rachunek algebraiczny

WartoÊç bezwzgl´dna liczby
WartoÊç bezwzgl´dnà liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem:

<
x

x x

x x

0

0

dla

dla

H
=

-
* .

Liczba x jest to odleg∏oÊç na osi liczbowej punktu x od punktu 0. 

W szczególnoÊci: x 0H , x x- = .

Dla dowolnych liczb x, y mamy:

x y x yG+ + ,   x y x yG- + ,   x y x y$ $= .

Ponadto, jeÊli y 0! , to y
x

y

x
= .

Pot´gi i pierwiastki
Niech n b´dzie liczbà ca∏kowità dodatnià. Dla dowolnej liczby a

definiujemy jej n-tà pot´g´:

a a a
n

n razy

$ $f=
\

.

Pierwiastkiem arytmetycznym an stopnia n z liczby a 0H nazywamy

liczb´ b 0H takà, ˝e b a
n
= .

Je˝eli <a 0 oraz liczba n jest nieparzysta, to an oznacza liczb´ <b 0

takà, ˝e b a
n
= .

Pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istniejà.

Niech m, n b´dà liczbami ca∏kowitymi dodatnimi. Definiujemy:

dla a 0! : a
a

1n

n=
-

oraz a 1
0
= ,

dla a 0H : a a
m

nn
m

= ,

dla >a 0: a
a

1
m

n

n
m

=
-

.

Niech r, s b´dà dowolnymi liczbami rzeczywistymi. JeÊli >a 0 i >b 0, to

zachodzà równoÊci:

a a a
r s r s
$ =

+
, a a

r
s

r s
=

$

a k ,
a

a as

r
r s

=
-

,

a b a b
r r r

$ $=^ h ,
b
a

b

a
r

r

r

=b l .

Je˝eli wyk∏adniki r, s sà liczbami ca∏kowitymi, to powy˝sze wzory

obowiàzujà dla wszystkich liczb a 0! , b 0! .

Silnia
Silnià liczby ca∏kowitej dodatniej n nazywamy iloczyn kolejnych liczb

ca∏kowitych:
!n n1 2$ $ $f= .

Ponadto przyjmujemy umow´, ˝e !0 1= .

Symbol Newtona
Dla liczb ca∏kowitych n, k spe∏niajàcych warunki k n0 G G definiujemy

symbol Newtona: 
! !

!n

k k n k
n=
-

e
^

o
h

.

Wzory skróconego mno˝enia
Z dwumianu Newtona dla n 2= oraz n 3= otrzymujemy dla dowolnych

liczb a, b:

a b a ab b2
2 2 2

+ = + +^ h , a b a a b ab b3 3
3 3 2 2 3

+ = + + +^ h ,

a b a ab b2
2 2 2

- = - +^ h , a b a a b ab b3 3
3 3 2 2 3

- = - + -^ h .

a b a b a b
2 2
- = - +^ ^h h, a b a b a ab b

3 3 2 2
- = - + +^ ah k,

a b a b a ab b
3 3 2 2
+ = + - +^ ah k
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Funkcje

Funkcja i jej w∏asnoÊci

Funkcja rosnàca: < <x x f x f x
,x x X D 1 2 1 2

f1 2

&/
! 1

^ ^h h

Funkcja malejàca: < >x x f x f x
,x x X D 1 2 1 2

f1 2

&/
! 1

^ ^h h

Funkcja nierosnàca: <x x f x f x
,x x X D 1 2 1 2

f1 2

&/ H
! 1

^ ^h h

Funkcja niemalejàca: <x x f x f x
,x x X D 1 2 1 2

f1 2

&/ G
! 1

^ ^h h

Funkcja ograniczona: f x M
M x DR f

0 / G
! !

^ h

Funkcja parzysta: x D f x f x
x D f

f

// !- - =
!

^ ^h h8 B

Funkcja nieparzysta: x D f x f x
x D f

f

// !- - =-
!

^ ^h h8 B

Funkcja kwadratowa
a) Funkcja kwadratowa (inaczej: trójmian kwadratowy) jest to funkcja po-

staci y ax bx c
2

= + + , x R! , a R 0! # -, ,b c R! .

Uwaga: Gdyby a 0= , to funkcja by∏aby liniowa: y bx c= + .

b) Wyró˝nik trójmianu kwadratowego to liczba b ac∆ 4
2

= - .
c) Dziedzina i zbiór wartoÊci funkcji kwadratowej:

D R
f
=

;

;

>

<
Y

a
a

a
a

∆

∆
4

0

4
0

dla

dla
W

3

3

=

- +

- -d

o

Z

[

\

]
]

]
]

d) Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola:

Istnienie miejsc zerowych Liczba miejsc zerowych

>∆ 0 Dwa miejsca zerowe

Istniejà. x
a

b ∆
21

=
- -

; x
a

b ∆
22

=
- +

. 

∆ 0= Jedno miejsce zerowe 
.

x x x
ozn

1 2 0
= =

x
a
b

p
20

=- =_ i

<∆ 0 Nie istniejà. ˚adnych miejsc zerowych

dla a > 0
(ramiona ku górze)

0

dla a < 0
(ramiona w dó∏)

W

W

4a– ∆––

4a– ∆––

Wzory Viéte’a

Za∏o˝enie: ∆ 0H (istniejà miejsca zerowe)
Wówczas:

suma: x x a
b

1 2
+ =- , iloczyn: x x a

c
1 2
$ =

Kombinatoryka

Permutacje

Liczba sposobów, w jaki n 1H elementów mo˝na ustawiç w ciàg, jest

równa !n .

Wariacje bez powtórzeƒ
Liczba sposobów, w jaki z n elementów mo˝na utworzyç ciàg, sk∏adajàcy

si´ z k k n1 G G^ h ró˝nych wyrazów, jest równa 

!
!n n n k

n k
n1 1$ $ $f- - + =
-

^ ^
^

h h
h

.

Wariacje z powtórzeniami
Liczba sposobów, w jaki z n elementów mo˝na utworzyç ciàg, sk∏adajàcy

si´ z k niekoniecznie ró˝nych wyrazów, jest równa n
k
.

Kombinacje
Liczba sposobów, w jaki spoÊród n elementów mo˝na wybraç

k k n0 G G^ h elementów, jest równa 
n

k
e o.

Rachunek prawdopodobieƒstwa

Klasyczna definicja prawdopodobieƒstwa

Niech X b´dzie skoƒczonym zbiorem wszystkich zdarzeƒ elementarnych.
Je˝eli zajÊcie ka˝dego zdarzenia elementarnego jest jednakowo prawdo-

podobne, to prawdopodobieƒstwo zajÊcia zdarzenia A 1 X jest równe 

P A
A

=
X

^ h ,

gdzie A oznacza liczb´ elementów zbioru A, zaÊ X liczb´ elementów

zbioru X.

W∏asnoÊci prawdopodobieƒstwa

P A0 1G G^ h dla ka˝dego zdarzenia A 1 X
P 1=X^ h ,  X – zdarzenie pewne

P 0Q =^ h , Q – zdarzenie niemo˝liwe (pusty podzbiór X)

P A P BG^ ^h h, gdy A B1 1 X
P A B P A P B P A B, += + -^ ^ ^ ^h h h h dla dowolnych zdarzeƒ

,A B 1 X, zatem P A B P A P B, G +^ ^ ^h h h dla dowolnych zdarzeƒ

,A B 1 X.

Zdarzenia niezale˝ne

Zdarzenia A 1 X i B 1 X sà niezale˝ne, gdy P A B P A P B+ $=^ ^ ^h h h.

Prawdopodobieƒstwo warunkowe

Niech ,A B 1 X b´dà zdarzeniami, przy czym >P B 0^ h .

Prawdopodobieƒstwem warunkowym |P A B^ h zajÊcia zdarzenia A

pod warunkiem, ˝e zasz∏o zdarzenie B, nazywamy liczb´:

|P A B
P B

P A B+
=^

^

^
h

h

h
.

LMD-ARKUSZE-TABLICE-205x290!  11/6/07  11:05 AM  Page 4



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>







    /HEB (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


